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.L evoluzmne deﬂa geometris secondo le ldee
di K lein &

¥, KimIix nelle suo celebri Considerazioni comparative in-
torne a wicerche geomelriche revenii, Programma pubblicato in
ocoasione dell’ ingresso nella Facolth filosofica & mel Senato
dell’ Universitsh di Frlangen, 1872 (somunemente indicato con
il nome di Programma di Eriangen) {*), per la prima volta ha
rilevato il significate profondo della sveluzions della Geometria.
Noi gui mostreremo la suggestiva visiene indicata dal Pro-
grammea di Erlangen con una certa libertd rispetto alla eapc-
sizione originale, ampliandone nlouni aspetti,.anche in rela.
sione ai successivi sviluppi delia Geometria, ed omettendo
alcune parti che non sembrano sassolutamente nsoessarie per
coxzprenderne lo spirito. Nella nostra esposizione cerchersmo
soprattaito di notare come la interpretazione di Kiumy dell evo-
luzione della Geometria porti essemzialmente alla precisazione
del concetto di uguaglianza e ¢id perchs gussio fatie ci ap-
pare cra come uno dei risultatd pii{ notevoli delle idee del
programma di Erlangen,
L'elemento fondamentale sn eui si impernia I’ interpreta-
gione di Kimix & il comcetto &i gruppo di operazioni e risalta
opgaormno premeitere un brove ¢epno sv di esso, )

(*) Queste articolo riproduce sostanmialients unz conferenrs tenuta
dall’ A. sl aGrnppo per lo siddic della fisics » dells oo, Montecaﬁni di
Milaro,

{ Vergleickende Bstrochiungen fiber neuere geomelrische: Fofzwkungeu,
Program sum Eintritt in die philezophische Fuounlist eto.; Brinagen 1873,
ripubblicate ¢on agginnte in « Mnaihem. 4dnnalen.» 43 Bd. (1898}, pag. 63;
tradoito da &, Fawe {u « Aunali di Matem. purs e app]icata », sorie i1,
i XVII {880), pag. 207.



)

Levoluzione della geomatria secondo le idee di Klein

St -dice che -upr-insieme,’ finito o infinito, di opsrazioni
Eormﬂ un gruppo (1) quande gode delle seguenti propriety: il
prodotto di due operazioni dell’insieme & ancora un’operazione
dell insisme, I'inversa di uw’ operazione dell’ insieme & nn’ape-
razione delV insieme (di oonseguenza ad ogni gruppo appar
tisne I’ operazione ldensim)

Ogni gruppo T' contennto in un gruppo & {e non coincidente
con G) & detto soffogruppo proprie di G.

- 1. - Geometria Euelldes.

Corsideriamo la Gesmetrin eucliden melrica riferendoct per
ee. al piano. Qualungue gia la sua organirzazione e il smo svi-
lappo logico-dedutiive, in essa due figure si considerano uguali
guando differizcono aclo per il posto che occupano. Ors dus
ligare ¥ ed F' {del pianoc} ugnali in guesto senso, appaiono
come guelie per cui esiste un movimento (rotazione, traslasions
o loro prodetii {*}) o unax eimmetria speculare o.una operazione
prodefte di queste che porta la figura ¥ mella figura F'.

Per ea. in peometria enolidea metrica due eerchi aventi lo.
stesso raggio sonc ugumali; & ovvia in guesio case 1’ esistenza -
di un movimento (¢he gui 3 semplicemonts nua irasiazione) if
quale porta un cerchic sall’alire.

17 insfeme def movimenti e deile simmetrie speculari {sem-
pre wol pianc) forma up gruppe che indichiamo con G

Allgra la geometria enclidea appare come guella geomefria
obe cousidera uguali dmé figare quando sono trasformabili
¥ ana well altre mediante un’ operazione del gruppe Gy} queata
geomstria dezcrive e procisz le varie configurazioni, oggetto .
41 studio da parte di esga, proprio mediante ie iorc caratteri-
stiche gsomeiriche che si mantengono mva,rmle per le opera-~
zioni del gruppo Gu %)

{*) Cfr. per es. Yo Bravomi: Teoria dei grupps di sogtituzioni ete., Pisa
Speerrd, 1800, ¢ W. Bur¥sipE: Theory of Groups efc., Cambridge, 1911

{%) Ricordiamo che tuttl 1 movimenti ai possono ctteners come prodotic
c}i rotagiori. Anche la trasinzicne pmd interpretaref infatii some prodotic

df due opportuns rotazioni.

) Da questo punto di vista it teemmxz che afferma che nan triangole
con due sngell mgunli ha anche due Iati sguall si pud spuneciare come
segne: Quande ssiste un -movimente she mule iI triangolo 480 in sb
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Angi potiamo che le grandezze envarianti che si comside-
rano vengous create proprio attraverso il gruppo Gu: per es,
langhezua & vwan segmentec AY noun & altre che il comeefto
astrasto individuato dalla clasge di tutél 1 segmenti trasformati
di 4B per le operamioni di Gy; analogamente si pud intro-
durre il concelto di smpiezza &i angole. 7

Per deseriverc un friangolo, ineguesta geometria, si danne
lunghezze di lati e ampiezze d4i angoli clie sono appunto gran-
desge invarianti per le operazioni dif Gy. Pertanto ! pud dire
she e geowmeiria euclidea meofricn (del niano} appare come gudlla
che studin fe carailerisiiche geomelriche '} delle figure che sono
tnvariontl per le opsrosiowi del gruppo Gy,

Considerazioni analeghe si possono ripetere per io spasio
ma gui, come in seguito, frattiamo sopratéiuito del piame; in.
fatti I riferirsi allp sparic sarebbe un’ estensione inutile ai
fini 41 uns comprengione dello spirito del Programma di B
langen ¢ anzi non farebbe aliro che complicare I’ eaposizione.

In geometria enclidea si considera nn’ altra « sorta di nguoe-
glianza » {meglio, un’ altra relagione egnaliforme): ia similito-
dine fra figure. Ora due figure simili (nel planc) soxc tali che
si pud pagsare dall wna all alire medizzbe. prodoiti di movi
menti ed omoteiie ciod medianie similitudiai,

Por es. due cerchi gualsiansi sono sempre simili: ai frova
subito P osistensa di una similitudine, che gui & gewmplicemente
una omotetia, la gwale fa passare dall’ uno all’ altro.

1/ ineieme delle eimilifndini {nel pianc) forma va groppe
di eperazioni che indichiamo con Gy (quesic gruppo viene deite
da Buriv: Houplgrappe). "

Chismiamo Geomelria eucliden simile (nel piano} la gaometria
che econsiders ngnali due figure simili, ¢iod trasformabili ¥ una
neil’ alira wediante una operazione dol gruppe Gs, e, analo-
gamenite a guanto & & sffermato per Ja geomeiris enclidea
metrica, si pud dive che la geomeiric eucliden simile & gusile
che studic le coarafferistiche geomelriche delie figure che sona
invavionti per le operasziond del gruppe Gs. -

portsnde un angolo 4 in ap’ alire angolo B, episie snche ur movimenio
tio stesso} che muits il trisagolo in rd portando we suc lato (4€) in vn
altre {BC).

() Notlame che con la dicitura < caretteristiehs geoméiriche» iradu-
cigmo 1} « goometvische Eigenschuiten » di KLeir: nsils traduzione citals
di G, Faxc ls stessa locuzione & rose con ¢ propristh geometricke s.

»



s " L'evolucions della geometria seoondo le ides di Klein

Per es., in geometna. euclidea simile un tfriangolo viene
deseritto dando rapporti di lati ¢ ampiesze di angoli che sono
appunto grandegze invarianti per le operazioni del gruppo Us.

~- Geometria projettiva.

~ Qousideriamo .ora la 'c?mnne Geomelria projettiva del piano:
due figure in essa si considerano uguali quando si pnd pas-*
sare dall’ una all’altra mediante una omografia.

Cosl in geomelria projettiva un cerchio e una eomca qual-
siasi sono uguwali perch? esiste sempre un’ omografia cke muta
Puno nell’altra. Per la stessa ragione suno uguali due gene-
riche gqnaterne di punti del piaco, due terne di punti allineati;
sono invece diverse dme gquaterne di punti allineati, generiche
“{cke non abbiano lo stessc birapporto).

Le c¢mografie del piano formano un grappo &G, e allora,
come nei casi procedenti, la geomelria projeftiva (del piano}
8 pud riguardare come la geomelria che studia le caratferistiche
geometriche delle figure (del piano) che somo invarianii per le
aperazioni del gruppe G, delle omogrofie.

S8i possono considerare, insieme alle omogralie mel pianc
anche le reciproeits {che mutano il piano punieggiato nel pians
rigato] e oiod tulle le projettivitd {!) e pensare egumali due fi-
guore quando si pub passare dall’una all’ alira mediante una
gemnerica prcgeﬁtzvxt& Da.questo punte di vista um cerchio &
agnale ad ana qua}s:asx couica inogo o mvxluppo mna terns
di punti allineati ® ugnale anche ad una qualsiasi terna di
retto concorrenti in un punto.

L’ insiemo Gp delle projestivita forma un gruppo e si pud
considerare una geometria pro_;ettiva pit ampia caratierizzata
da guesto gropps Jg (grappe projeitive) anzichd dal suo sotta
groppe G, delle omografie, come ¢ indicato sopra.

et e et

(t} I nomi nsati, emografia, reciprocitd o projeééiviic nel piano, ove co
_projettivita si indica !’ lnsleme delle omografie e reciprooiid, seguonc . ur
‘nomenclatura molio diffues, ofr. per es. G. CASTRLEUOVO ( Leeioné df Ge -

metria Analitice, Albrighi o Rogati, 1688) e A. Commssartri (Laaioni o
Geomsiria analibice o m;atﬁua, Padova, Oedam 1929},

L4



L’evolurione della geometria secondo le idee di Klein b

3. - Sottogruppt del gruppo projettivo: -
Ggometrle subordinate.

Vediamo ora, attraverso alcuni esempi, come si possono
. cousiderare delle geometrie caratterizzate da sottogruppi- del
gruppe pro;ettwa.

a) Anzitutto il gruppo Gg delle similitudini relativo alla
Geomelria enclides simile del pianc, & un sottograppo del gruppo
@, delle omografie. Precisamente il gruppo Gy deile simili-
tadini si presemta come il sottogruppo delle operazioni di G,
che lasciano ferma come inaieme la coppie dei punii ciclici o
{il che & le stessoj I’ insieme dei cerchi del piano (‘).

In guanpto il gruppo Gg della geometria euclidea simile
& un sottogruppe del gruppo @, della geometria projettiva si
dice, con KLEIN, che la geometria euclidea simile & subordi
nata alla geometria projettiva. K

Notiamo inoltre che due figure F ed F’, uguali in geome-
tria simile, in geometria projettiva si presentano come guelle
per cui esiste una omografin (operazione éi G,} ohe porta la
figare F' e la coppia dei punti ciclici rispetiivamente nella
figura F' e nella coppia dei punti cicliei.

In rolazione a questo fatto =i pud affermare che le caraiteri-
stiche geometriche degli enti E considorate nella geometria en-
clidea simile sono caratteristiche geomeiriche considerate dalla
geometria projettiva ma per gli enti K’ ‘ofitenuti associando or-
dinatamente agli # ¥ ente V dato dalla coppia dei punti ciolici.

Considerazicni aunaloghe si pcssone fare nelle spazio ove
pure la geometria euciidea simile appare subordina:a a quella
projettiva, avendo per gruppo il sottogruppo delie omografie
nhe lasciano fermo il cerchic assoluto {conica all’infinito co-
mune a tatte le sfere (')).

('} La seconda caratlerizzazione, con ’uso dsi cerchi, pud apparire pid
opportuna quando si pensi alla geometris del pianc def punti reali {ciod, :
fizssaty un riferimento, aventi coordinste date da numeri realf). Tuttavia
qui, come in seguito, potreme sens’aliro pensare alla geomeiria del piano
def punti complessi (ciod aventi coordinate date da dus anumeri corplessi). -

{*} Pissate nello spazio un sistersa df coordinate cariesiane ortogonali
omogenes x,, Ty, X3, ¥, il verohio aesoluto risulta definite dalle equazioni -

ooy oyt =0
iw‘=0.
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Anche la Qeomelyia euclidea seirica (nel piano per es.} ca-
ratierizzata, come si & gid indicato sopra, dal grappo Ga dei
movimenti e delle simmetrie speculari, risdlta subordinaia aila
Geometria. euclidea. simile: il suo gruppo Gu, infatti, & uan
sottogruppo del gruppo delle similitudini, precisamenie quello
costituito dalle similitudini che lasciana fermo I'insieme V dei
cerchi con uno slesso raggio (V).

). Nel gruppo delle projettivith (del piano) notiamo il sof-
lograppo delle affinité, ciod delle projettivitd cho lasciano ferma
la reffe impropria e consideriame ugnali due figure (del piano)
che siane trasformabili 1’ ona neil’altra mediante un affinita.
Da questo puuko di vista un cerchic ¢ uguaale sd urna qual
siasi oilisse "), un guadrato ad un qualsiasi parallélogramma;
un guadrato invees o sempre diverso da un trapezia.

Chiamiamo Gecmelria affine quella che considera guesta
nguaglianza; essa & cnratterizzata dal gruppo dells affinith o
risnita suhordinate alla geometria projettiva.

Analogamonte « quanto si & dmto in a), ls caratieristiche
geometriche degli enti F rilevate dalla geometrin affive pos
seno copsiderarsi come cam!atgrmtz;he geome!riche rilevate
dalia geometria prajettiva ma per ghi enti B ottenuti asscsiando
ordinatuuiente agli ent £ Vweate V dato dalla veita Lippropria.

Tale gacmetria affine a sua volta econdiene come snbordi
nsaia in Geomelric eguiaffine caraiterizsata dal sotiogreppo dolle
affinitia aveuti rapporfo 1 {*). Poiche queste particolari affinita

(1} Quesic gruppo @y i lascis caratlerizzare auncho diversamente: esso
pud apparire eome guello dells similitudini a modalo 1, sppure coms quello
cho muta in s> ) sapressione 2?4 y? =0, seuzs alterarne il primo membro
di un faftore numerico. Dal punto di vista projeiiive, e in modo pid signi-
ficativo, esso pud essere caratiervizzato anche in uno del dus modi seguenti:

i*y Come il gruppe delle projettivith che ammetts quali operarioni
elementari generatrici le owmologie armoniche del piano che ne scambiano
i punti eiclicl, oiod i ribaltamenti;

2% Come il gruppe delle projettiviik del piane, eiascuns delio guali
gode della proprieta di essere trasformata neila propria inversa da ur’omo-
logia armonioa ecambiante i punti ciclici (per questo due ultime carstte-
rizeazioni, v. O OBISINGU: 2 gruppoe delle congruenze del pians wella geo-
melria projeflive, « Perlodico di Matematiche », vol. X'V (1933), pag. 183)-

{*) E anche ad nna qualsiasi iperbole quando #i considerino pure aifi.
nith con eqnasion! a coefficionti immaginari.

) In ogni affinita & eostante i1 ropporto delle aree corrispendenti.

-
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mantengone le arce, fale geometria considera le aree fra le
proprietd che caratterizzanc le figure.

¢) Consideriamo ancora il sottogruoppo delle projetiivita
piane dato dalle omografle che mutano in sé una qualsiasi co-
nica assegnata C {detia fondamentale} e la geometrm che tratta
" le caratteristiche geometriche delle figure che sono invarianti
per le operazioni di questo sottegruppo (‘).

Tra le caratteristiche geometriche considerate da cquesta
geomeiria le pint notevoli souwo il birapporto formato da due
punti qualsiagi di una retta con le intersezioni tagliate da
questa sulla comica €, e guello di due rette per un punio P
e le tangenti da P alla conica C. ’

Si verifica che la geometria euclidea metrica (del piano)
rientra in questo tipo di geometvia come caso limite: la sua
conica fondamentale C diventa, come luoge, la retta impropria
contata due volte, come inviluppo, la coppia dei punti sicliei.

dj Ricordiamo un ultimo esempio che ha importanza per
le sue applicazioni mella fisica moderna.

Consideriamo une spazio S, e in esso le omograhe che lo
mutano in sd. Fissato in &, wn sistema di riferimento carte-
giano ortogonale con a, ¥, 2, ¢ coordinate non omogenee di un
generico punto, sia J la guadrica intersezione dell’ S, all’infi-
nito di 8, eon Vipercono z*-+ 4 -+ & — ¢'1* =0 (analogo al
cono & -+ p* + 2t = 0, che nello spazio ordinario taglia il cerchie
asscluio sul piano improprio).

Consideriamo ora le omografie di &, che lasciano ferma V
e fra eese in particolare quelle che non alterano neppure
di un fattore nuamerico il prime membro della »squazione
'+ Y+t — ' =10: queste nltime formano un sottogroppo
del gruppo delle omografie detto gruppo di LORENTZ.

Si pud pensare ad una geometria legata a questo gruppo:
in essa risultano invarianéi le equasioni fondamentali della
- elettrodinamica secondo MAXWELL,

Dagli esempi ora illustrati appare quanto segue.

(*) Questa geometria risulta quells non euclidea ellittica quando si con-
slderi una comica £ reals e s, persinoe punti del piano soic quelli interns
alla conica C (conica di Knmix). Cfr, per es. F. ENr1QUES, Questiont riguar
dainti lo matemaiiche elementari, p. I, vol. 11, srt. X1: A. BoxorLa: Sulla
teoréa dellz parallels & sulla genmetna non encliden, § 23 ] segg, pag. 851,
Bologna, Zanichelli 1625.
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fn corrispondensa ad ogni sottogruppo I' del grappo G,
delle omografie (nel piano per es) si pud penmsare ad una
geometria caratterizaata dal gruppo T, snbordma,ta alla geo-
metria projettiva.

Questa geometria legata al grappo I' pud essere conside-
rata anche diversamente quando il sottograppo [ sia visto
come 1 insieme delle operazioni di @, che lasciano fermo un
certo ente V {appartenente alla classe degli enti sn oui opera:.
@,). Precisamente: le caratteristiche geometriche di un ente E
trattale dalla geometria collegata al gruppe I’ possenc appa-
vira come le caraitoristiche geometriche traftate dalla geome.
tria projettiva, legata al gruppo G,, ma per ’ente E’ costi-
tuito associando ordinatamente gli enti F o V.

(Gli esempi sopra ricordati sono stati considerati anche da
gquesto punio di vista e nei vari casi & stato pure indicato
Vente V corrispondente,

-~ Ampliamento delle geomsefrle.

Nel paragrafo precedente si & mostrato come da una geo-
mefrin (per es. la projettiva) si possono-dedurre altre geometrie
caraiterizzate da soitogruppi del grappo relativo alla geometria
da cui si & partiti., Ora si pud pensare ad un procedimento
inverso, oiod partive da una certa geometria caratterizzata da
un grappe G di trasformazioni, ampliare il grappe @ e consi-
derare una geometria caratterizeata da questo gruppo ampliato.

Di cit diamo un prime esempio, ripoxtato da KimiNn nel
suo Programma, me 4i ben Iunga pit importanti per lo svi-
luppo della geometria sono lo estensioni che tratteremo nei
dae paragrafi suceeseivi.

Consideriamo, nel piano per es., il gruppo G delle simili-
tudini, relativo alla geometria euchdea gimile o ampliamolo
agginngendovi le trasformazioni per raggi vettori reciproci
{(inversioni eircolari} ().

Bi ottiene un nuovo grappo f; che contiene Gs come soi-
togruppo. Si dimostra, tra U altro, che questo grappe Gr & duto

{*} Bicordiamo la definizione elementars di tali irasformasionl idel
plano) : fissats un ceniro O & uus costante X, ad un punte P del pianc i
fu corrispondere un punto P allineato con G o P per cai GP.OF =%.
Tuli trasformazioni sone biunivoche (cor eceerioni) e godonc dslla pre.
prietd di essere omocicliche ed isogonali.
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da tutte e sole le trasformazioni bianivocke del piano che mu-'
tano in 8d !'insiome dei cerchi e delle ratte.

8i pud considerare allora la geometria che rileva le carat-
teristiche geometriche delle figure invariauti per le operasioni
del gruppo Gy; questa geometria & chiamata da KLBIN Geo-
wmelriz dei raggi vetlori reciproci.

Poichd le trasformazioni di Gy conservane gli argoli, upa
delle caratieristiche geometriche delle figure considerate da
questa geometria & appunfo ¥ ampiezza degli angoli.

La geometria dei raggi vettori reciproci risulta un amplia-
mento della geometria euclidea simile, la quale appare allora
oaratterizzata dal eottogruppo (Gg) delle operazioni di G; che
mutans in sd la varicta V delle refte del piano. '

b - Geomeiria algebrica.

llueiriamo ora I'importanie ampliamento della geometria
projetiive dato dalia Geomeiria algebrice.

Riferiameci sempre al piane, considerato bome insieme di
punti reali # complessi; in esso sin fissato un _sistema di coor-
dinate (per es, cartesiane ortogonali) e siano @, y le ccordinate
di un puantec P ed «, ¥ le coordinate del punto P’ ad easo
corriepondente in una ceria trasformazions. Quando questa
trasformezicne ¢ una omografia il legame fra le ocoordinate
di P e P, come & noto, 3 il seguente

x == ?,‘: 3/ e _'E_
X4
ove ¢,, ¢, , X, sono generici polincmi lineari in z e y {*}).

Badando a questa rappreseutazione analitica delle projet-
tivith (*) e ricordando che le projettiviid sono delle {rasformaziont
binnivoche, appare naturale considerare come loro sestonsione
guelle trasformasioni del piano che siane rappresentate da
equazioni .

{1} @ = play) Y = dloy)

{*) Bicordinmo che il determinanie del coefficienti di ¢, ¢, %, deve
essore diversa da wgero affinche Ia corrispondenza sia effettivamente biu-
nivees.

{*y Omegraiia 3o &' & ¥’ sono coneenite, come qui, guali coordinate di
puntl e reciprocitd quando siano concepite quali coordinate di rette.
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con ¢ o ¢ funzioni rasionali di @ e y, tali che da esse si pos-
sano ricavare x e y come funszioni razionali di & e ¢ ().
Queste trasformazioni vengono dette lrasformasioni Bbira-
eionals. ,
Un esempio di ease & dato dalla trasformasione per raggi
vetiori reciprovi oonsiderata mel paragrafo precedente (*).
Partioolare caso notevole di - trasformazioni birazionali &
quello delle frasformazioni quadratiche, pez' cui le equagioni
{1) sonc del tipo v
2 * o P2 _— L2
) =% =y

ove 9., ¥,, X, sono polinomi di secondo grade in = = y. op-

portuni affinch® le {2} siano razionalmente invertibili rispetto
ad x e y.

3i dimostra che ogni frasformazione birazionale ¢ ugusale al
prodotteo di un numero finito di frasformazioni guadratiche (*};
perfanto le trasformaziori quadratiche risultano eseere le ge-
neratrici dell’insieme delle frasformazioni birazionali.

Ora Y insieme delle trasformazioni birazionali del piano
forma wn greppo: il grappo Cremoniano G¢. Chiamiamo geo-
metria algebrica, del piano, quella che considera le caratteri-
stiche geometriche delle figure che sono invarianti per le tra.
sformazioni (birazionali) del gruppe Gc.

Con questo ampliamento la geometria projettiva del piano
(punteggiato, per es.) si pud considerare come quella relativa
al sottograppo delle trasformazioni del gruppo Cremoniano che
lasciano ferma la varietd V delle rette.

Considerazioni analoghe valgono per lo spamo e in generale
per uno spazio lineare qualsiasi.

{t} Cfr. per es. EnriQues e Crisrxi: Teorin geometrica delle equasioni
e delie funeions algebriche, vol. 111, L. V, eap. L1, § 20, pag. 158, Zanichelli,
Bologna; Enciclopedia dells matematiche slementari, vol 11, p, 2% art.
XX1X, O, CmisiNy: Geomsiria elomentare ¢ malematiche superiord, pag.
517, § 8, Hoepli, Milano 1938, ’

{*} Quando =i ponga I'origine di an sistema di assi cartesiani ortogonali
nel centro O (efr. mota (i} a pag. 20) le equazioni della trasformazione per
raggl vetfori reciproei sono

w,»‘__kx . by
Tatyt y—_m'—i—y"

¢ Ctr. Exmiques e Oamsi: Peoria eco., L e. vol. HI, Le V, cap i1,
§ 20, pag. 164 o sogg.
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Accanto alle trasformazioni birazionali fra spazi lineari (per
os. fra piani) si possono considerare trasformazioni birazionali
fra gli elementi di due varietd qualsiansi, per es. due curve,
due superficie, ece., ciod trasformazioni biuniveche, espresse da
funzioni raszionali, fra gli elementi delle due varietd stesse,

Per es., data una quartica gobba @ di prima specie sfano
K una qunartica piana projezione di ¢ da un punic generice
delle spazio ¢ K’ una cubica piana projezione di @ da un punto
di @: fra le dus curve K e K’ si pad considerare la trasfor-
mazione che mufa Vouno nell'aitro i punti che sono projezione
di ano stesso punto della quartica {. Jnesta trasformazione @
un esempio di trazformazione birazionale fra due curve.

Anche le trusformazioni birazionali che portane una varietd
in un’altra (eventualmente coincidente con la primaj formave
gruppo,

Ora con estensione di aliro tipo, si pud pensare, invece
che a geometrie su varieth lineari, o goometirie sw varietd
qualsiasi: curve, superficie, ece. ¢ in particolare, in relazione
aile irasformazioni birazionali, sl avranno una geometria alge.
brica sulla curva, upa geometria algebrica salia.superricie, ece.

Allora si poird chiamare geowmetria algebrica in una va-
rieth W guaisiasi guella che considera ie caratteristiche geo-
meiriche degli enti di W che rimangono invariats per le ope-
razgioni del grnppo deile trasformazionl biragionaii entro W.

Ricordiamo che in geomeiria algebrica U ordine 4i uas carve
algebrica non & una caratteristion invariante, lo somo invece
per es. il genere ('} di vna omeva algebrica {numero essen-
gialments intero positive o nulle), i modali di una ocurva aige-
brica {*} (numeri questi complessi, variabili con coatinwitd),

Cosl acoade che in geometria algebrica sono nguali vn cerchio
ed una cubic: piana con un punte doppio (che hanno io stesso
genere zero); sono pure nguali due cubiche senza puuti doppi

{!) It gonere di upa curva Algebrieé pienz di ordine » si pud definire,
nel modo pit acecssibile, ma anche meno significaiivo, come il numero p
dato da

PED Rt & —k

ove & e k sono rispettivamenic il numers dei punti doppf e delle cuspidi.
" Ofr.. por =s. ENmiQues e CmisiNg: Zeoria geom. ecc., 1-e. vol. 11T,
L. V, cap. 111, § 33, pag. 360 ¢ sogg.
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con ugual modulo (che gui & il birapporto delle guattro tan-
genti altrove uscenti da un puntv qualsiasi della cubica); non
sono invece uguali una cubica con punte doppio e una oubica
senza punti doppi (che hanno generi diversi).

6. - Topologta.

- Si- pub ancora ampliare il gruppo delle trasformasioni bira-
gionali, e avére in corrispondensa, una nuova geometria a oni"
gia sphordinata la geometria glgennca, usando le {rasforma-
zioni continue.

Due varieta, concepite per es. come lnogo di punti, si di-
cono in corrispondenza bimnivoca e continua quando le coor-
dinate di un punto dell’una ei possono esprimere mediante
tunzioni umivoche « continue del oorrispondente punio del-
1" nitra ; 1 operazione che cosi fa passare doll’ una all’altra va-
rieth si dice trasformazione continua od omeomerfizmo {*}.

La pitt generale trasformazione di guesto tipo non & data
da fuonzioni di earattere amalitice; negli esempi pit comuni
perd, essa pud soindersi in un insieme di frasformasgioni ana.
litiche, operanti ciascuna su una parte degli enti in esame,

Per es. considerinmo {v. fig. 1} un cerchio e un guadrato
concentrici con cemtro in O e la trasformazione che poria
un punto P del cerchio in un punto P del quadrato, essendo
P o F allineati con O o dalla stessa . P ’
parte rispetto ad O stesso. (Juesta P -
trasformagione ¢ una trasformazione A B
continna la gquale pud rappresen-
tarei analiticamente per ciascano dei
quattre quadranti 48, BC, CD, DA. /0

E - importante notare che una
trasformazione continua fra due va- ‘
rietd W ¢ W' lascia inalterata la oy
relagione di vicinanza, ciod muta
Iintorno di un punto P di W nel.
Pintorno del punto corrispondente P di W' ciod, pid preeci-

{tj Cfr. per es. ExriQues e CBierxi: Teoria geom. ece, Lo, vol. I, L. 11,
p. 2% art. XXIX; Severi: Conferense di Geometria algebrica, Roma 1927,
1028 ; Euciclopedia delle matematiche elemsniari, vol. I1% p. 2%, art. XXIX;
0, Caigini: Geamsivia elemeniars ¢ malemalicke superiori, 1. ¢, 8§ B, 4, 5.

N
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samente, se un insieme di punti*4 d&i W ha per punto li-
mite il panto P, I’ insieme dei puntl 4’ di W', trasformati degli
4, ha per punto limite il punto P’ (corrispondente di P) di W'
" Tali trasformazioni continue ocontengono, evidentemente,
come caso particolare le precedenti trasformazioni biragionali.
Le trasformagioni continne che operano su una ocerta va-
rietd (per es. sul pianc) formano un gruppo il quale pud carat-
terizzare una geometria su quella varicth. Tale geomatma, che
considera le caratteristiche geomeiriche invarianti per il gmppo
delle trastormazioni continue, viene desta Topologm o Ana-
Iysis sgitus, '
Ricordiamo ohe sono fignre top)logmamente equivalenti un
cerchio & un guadrato, un cerchm ed una qualsiasi linea chiusa,
upa sfera ed una piramide; non lo sone invece una sfera e
un toro {anello). ‘
Sono caratteristiche geometriche che considera la Topologia:
la connessione delie suporficie, il fatto che cicli e superficie
sianco unilateri ¢ bilateri, la omologia e 1'equivalenza di oicli
su una superficie, ecc. ().

7. - L'evolnzione dells geometrlau
I1 concetto dl ugunagilanza.

Dopo quanto & stato illustrato si pub iz generale affermars
¢id che segue. :

Dati: a) una varietd W di elementi che potremo chiamare
punti,
b) vn insieme di operagioni, effsttnate sm 1ali panti,
che costituizcano un gruppo G,

& semprs possxhxle costruire una gecomeiria che considera lo
caratteristicke  generiche degli emti, formati coi punti di W,
le quali siano invarianti per le operazioni del grauppo G
Inoltre, una qualsiasi geometria riguardante una varieta W
oon gruppe G, pud ammeiters delle geometrie sabordinate re-
lative ad ogni softogruppo [' del gruppe @ :
Le caratteristiche geometriche delle figure considerate dalla

geometria a gruppe @ s%emmpdﬁnwmetria
___BtCTola () & pag. 24
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a gruppo I'; guest’ ultima perd considera anche 'T8lle caratte-
ristiche di cuni non si ocoupa la prima geometria perché non
invarianti per tutte le operazioni di G.

Sa poi si definisce T come il soitograppo di @ che lasoia
fermo un ente V di W, le caratteristiche geometriche degli
enti E di W considerate dalla geometria relativa a I' possono
apparire come caratteristiche geometriche trattate dalla geo-
metria relativa al gruppo @, ma per gli enti E’ costituiti asso:
ciando ordinatamente gli enti E'eo V.

Alla luce degli esempi dafi e delle considerazioni generali
indicate vale la pena fare un riassunto dell’evolnzione della
geometria secondo KLEIN, riferendosi alla varieth W data dai
punti de! piano (o dello spazio).
~ In essa si possono considerare i seguenti o'ruppr di trastor-
mazioni, ciascuno sottogruppo del successivo (senza perd che
ciascuno di essi sia softogruppe massimo nel precedente}.

I) 11 grappo dei movimenti e delle simmetrie speculari,
II} I1 grups» delle similitudini,
111} 11 gruppo delle trasformaziomi projeftive,
I1V) Il grappo delle trasformazioni birazionali,

V) 1l gruppo delle frasformagzioni continue.

Corrispondentemente si hanno le seguenti cingue geometrie;

) Geometria euclidea metrica,
.. H) Geometria eucliden simile,
‘11I) Geometria projettiva,
IV} Geometria algebrica,
Vi Topologia o Analysis sitns.

Notiamo che gquando si passa da una geomefria alla gec-
metria successiva, pitt ampia, si estende la classe delle figure
uguali -ad una data: per es., come si & visto, un eerchio
in. geometria enclidea metirica & uguale solo ai. cerchi che
hanno il sno stesso ragglo, in geometria euclidea simile &
uguale a tutti i eerchi, ir geometria projettiva a tutte le co-
niche, in geometria algebrica a.tutte le curve rasionali, in to-
pologia a un qualsiasi circnrito chiuso.

D’altra parte passando da una geomeiria alla saccessiva
diminnisce ii numero delle oaratteristiche geometriche delle
figure che vengono considerafe: per es. basta pensare al cer-
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chio di ‘cni si danno tante proprieta in geometria euclidea e¢
di cui si pud dire sole che & un circuito chingo in topologia.

Perd le caratteristiche geometriche considerate dalle geo-
metrie pit ampie risultano pid importanti e profonde.

Concludendoe, si pnd dire che per le successive geometrie
il contenuto va diminuendo ma cid che rimane & pia impor-
tante ed ossensziale. '

Ed infine notiamo come la interpretazione di KrLmin del-
P evoluzione della geometria porti essenzialmente ad una pre-
oisasione del concetto di ugmaglianza.
~ Nella geometria euclidea metrica due figure 80no uguali se
differiscono solo per il posto: si & notato che guesto fatto
equivale a dire che il passaggio dalPuuna all’altra si pud rea-
lizzare con un’operasione del grappoe dei movimenti e simme-
trie speculari. Tali operazioni sono delle particolari trasforma-
zioni od & allora naturale pensare di sostituire ad esse altri
tipi di trasformasioni.

Come si & visto, con queste estensioni si ottengono delle
nuove geometrie per ciasouna delle quali due figure sono
uguali se 8i pud passare dall’una all’alira con una trasforma-
zione del gruppo che si comsidera.

In generale, comunque si infroduca una relazione eguali~
forme in geometria, di fianco ad essa si frova sempre un
gruppo G di trasformasioni e due figure risultano nguali se-
condo la relazione in esame quando si possono mutare 1 una
nell’ altra con una trasformasione del gruppo @ ().
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